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FiG. 1 — effetAD (m) de Ceres entre 1969 et 2010 sur Terre-Mars (& gauche) et sur Terre-Venus (a droite)

FIG. 2 — effets|AD|max (M) sur Terre-Mars entre 1969 et 2010 en fonction des masses GM jdu#s2) pour
26365 astéroides, échelliy;g en abscisse et en ordonnée ; en rouge les astéroides de demi-grand axe >5.5 UA



—~
g
g
_=
Q
sl i
*
* *
*
“ *
% I I
12 -10

GM (UA? jours™2)

FIG. 3 — effets|AD|max (M) sur Terre-Mars entre 1969 et 2010 en fonction des masses GM jdu#s2) pour
26365 astéroides, écheltm;o en abscisse et en ordonnée ; en rouge les astéroides parmi les 300 de INPOP06
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FIG. 4 — effetsAD (normalisés) sur Terre-Mars de 26065 astéroides (en rouge) et d’'un anneau (en vert)
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3. Remarques finales

L'effet principal des astéroides est de modifier le moyen mouvement des planétes [3], ce qui se traduit par un
déphasage entre les longitudes lors de la comparaison de I'intégration avec et sans astéroide. Cet effet peut étre
compensé en modifiant le demi-grand axe initial des planétes (ici Terre et Mars) ce qui est effectivement fait lors
des ajustements. Ainsi un astéroide qui agit seulement sur le moyen mouvement des planétes, méme si son effet
|AD|max €St important, ne pose en réalité pas de problemes dans la modélisation. La mesure de I'influence d’'un
astéroideAD|max décrite au 81.1 pourrait donc étre affinée. Lors des estimations des effets et notamment lors des
créations des listes au §2.2 et §2.3, on a considéré que les objets de demi-grand axe inférieur & 5.5 UA. On suppose
en effet que les objets au-dela de 5.5 UA ne vont agir que sur le moyen mouvement des planétes et qu'il n’est pas
nécessaire de les prendre en compte. On voit par exemple apparaitre sur la figure 3 trois objets trés lourds, il s’agit
de planétes naines dans la ceinture de Kuiper. Finalement nous pouvons signaler gu’une liste similaire a la liste A
du 82.2 a été compilée par [2] (en utilisant la méme meKMDénax de I'effet d’un astéroide et le méme intervalle
de temps que nous), on observe quelques différences importantes, par exemple I'effet de 8 Flora est 10 fois plus
grand que I'effet prédit par INPOP et ce pour une différence de masse inférieure a 1 %. Cette discordance laisse
penser que l'effet d'un astéroide ne serait pas dépendant exclusivement de sa masse, mais aussi du modeéle ou de
I'incertitude sur sa trajectoire.

Conclusion

Nous avons relevé ici quelques problémes dans la modélisation des astéroides pour le calcul des éphémérides
précises. La principale difficulté provient du peu de données disponibles actuellement sur les masses des asté-
roides. On est ainsi amené a modéliser I'effet des centaines de milliers de ces objets plutdt que d'assigner a chacun
une trajectoire et une masse. Cette modélisation s’effectue a trois niveaux : premiérement quelques objets dont les
orbites sont intégrées et les masses directement ajustées, ensuite environ 300 objets dont les orbites sont également
intégrées mais les masses déterminées a partir des diametres IRAS et des densités choisies parmi 3 valeurs et fi-
nalement un anneau modélisant un effet global. On a présenté notre effort pour améliorer la modélisation actuelle
dans INPOP en considérant une mise a jour des 300 objets a prendre en compte et en améliorant I'implémenta-
tion de I'anneau. Ce dernier est apparu comme une piste particuliérement intéressante pour I'amélioration de la
modélisation.
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Ajustement d'INPOP aux données Laser Lune Ranging

Manche H., Bouquillon S., Fienga A., Laskar J.,
Francou G., Gastineau M., Kuchynka P., Somenzi L.

Introduction

La premiere solution INPOPO5 était congue pour reproduire la solution DE405 du Jet Propulsion Laboratory.
L'objectif était de valider le modele dynamique pour I'intégration du mouvement des planétes. Puis, avec IN-
POPO06, ce dernier a été amélioré (prise en compte plus cohérente des perturbations des astéroides, intégration de
I'orientation de la Terre). Ces changements rendaient nécessaire un nouvel ajustement de parametres et des condi-
tions initiales sur les observations planétaires (Fienga & al., 2008). Et pour contraindre I'orbite de la Lune, le choix
avait été fait d’ajuster les conditions initiales du vecteur Terre-Lune sur la distance Terre-Lune de DE405.

Avec INPOPOS8 (actuellement en cours de développement), outre 'amélioration du modéle dynamique et un
ajustement sur de nouvelles observations planétaires, I'ajustement de la Lune se fera directement sur les données
Laser Lune Ranging (LLR). Prés de 18000 données sont disponibles, sur une période de plus de 30 ans, effectuées
a partir de 3 observatoires (Grasse, Mc Donald et Haleakala).

1. Réduction des observations

Les observations LLR sont la mesure du temps de parcours d’un photon entre une station terrestre et un réflec-
teur a la surface de la Lune. Ces données permettent de contraindre a la fois la trajectoire de la Lune autour de la
Terre, mais aussi ses librations. Une observation est donc une mesure de temps ; pour la suite, il sera plus parlant de
convertir en distance en multipliant par la vitesse de la lumiére dans le vide, et de diviser par deux pour obtenir la
"distance" Terre-Lune (qui n'a rien de physique, puisque la Terre et la Lune continuent d’avancer sur leurs orbites
pendant le trajet des photons). Leur précision s’est amélioré au cours du temps, passant de quelques dizaines de
centimeétres dans les années 1970, a quelques centimétres aujourd’hui. Pour les exploiter, il est donc nécessaire de
positionner avec précision les points d’émission et de réception des photons.

1.1 Position de la station

La solution INPOP donne directement accés a la position barycentrique du systéme solaire du centre de masse
de la Terre. La position géocentrique de la station est quant a elle déterminée conformément aux conventions IERS
2003.

A partir de ses coordonnées dans I''TRF & une date de référence (1ler janvier 1997), diverses corrections sont
introduites pour tenir compte des déformations de la Terre :

— tectonique des plaques
marées solides
mareée polaire
charge océanique
charge atmosphérique

La tectonique des plagues est modélisée par une dérive linéaire (quelques centimeétres par an) sur chacune des
trois composantes du vecteur position.

Les effets de marées solides sont dis a I'attraction différentielle exercée par un corps externe en 2 points
distincts de la Terre, générant des contraintes internes et donc une déformation. Seules les contributions de la Lune
et du Soleil sont prises en compte.

La marée polaire est la déformation de la Terre due aux variations de son vecteur instantanné de rotation.

La charge océanique est due aux variations du niveau des mers. Lorsque le niveau augmente, il s'exerce une
pression plus élevée dans le fonds des océans. Le plancher s’abaisse et ce mouvement se répercute jusqu’a I'inté-
rieur des continents.

Le méme phénomeéne a lieu au voisinage de la station avec les variations de la pression atmosphérique.

Une fois la position de la station déterminée dans un repére lié a la Terre (ITRF), il est ensuite nécessaire de
déterminer sa position dans le repére fixe inertiel (ICRF) dans lequel la solution planétaire est exprimée. La matrice
de passage est calculée conformément aux conventions IERS 2003 : au pble conventionnel (Celestial Intermediate
Pole), des corrections doivent étre apportées pour tenir compte du mouvement du péle et des irrégularités dans la
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rotation de la Terre (UT1). Ces corrections sont les Eartbridgition Parameters de la série C04, téléchargeables
et réactualisés chaque jour sur le site de I'lERS. Il est tenu compte enfin de la transformation relativiste lors du
passage du repére centré au centre de masse de la Terre a celui centré au barycentre du systéme solaire.

1.2 Position du réflecteur

Comme pour la Terre, INPOP donne acces directement a la position barycentrique du systéme solaire du centre
de masse de la Lune. Pour la position sélénocentrique du réflecteur, le principe est le méme que pour la position
géocentrique de la station, méme si le modéle pour la Lune est plus simple. Seules ses déformations dues aux
effets de marées solides (du Soleil et de la Terre), ainsi que celle due aux variations de sont vecteur instantanné de
rotation sont prises en compte.

Le passage dans le repére fixe nécessite la connaissance des angles d’Euler de la Lune (librations), intégrés
directement dans INPOP en méme temps que les trajectoires des planetes et astéroides.

1.3 Corrections au temps de trajet de la lumiére

Dans le calcul du temps de trajet des photons, deux corrections sont a prendre en compte.

La premiére est due a la déviation relativiste des rayons lumineux en présence de corps massifs. L'expression
de ce délai est donnée dans Williams & al. 1995. Seuls les termes induits par le Soleil et la Terre sont pris en
compte et leurs effets cumulés sont de I'ordre de 3,5 métres.

La seconde correction ( dont I'effet compris entre 2 et 10 métres) est due a la traversée de I'atmosphere, dans
laguelle la lumiére se propage & une vitesse inférieure a celle dans le vide. Le modéle est celui de Marini &
Murray 1973 et dépend de la position de la station, de I'élévation du réflecteur et des conditions atmosphériques.
Ainsi, pour chaque observation, les mesures de la pression atmosphérique, du degré d’humidité de I'air et de la
température sont fournies.

2. Ajustements au LLR
2.1 Residus LLR d'INPOP06

Avec ce modéle de réduction, il est alors possible de calculer les temps de trajet de la lumiere pour différentes
solutions planétaires, en particulier INPOPO06 (dont la distance Terre-Lune était ajustée sur celle de DE405). Le
graphique Fig. 1 montre les résidus (différences entre les temps mesurés et les temps calculés) pour les données de
Grasse entre 1987 et 2005. La solution INPOPO06 étant fixée, seuls quelques parametres n’'intervenant que dans le
modéle de réduction ont été ajustés, en particulier les positions sélénocentriques des réflecteurs.

On remarque que I'écart-type de 30 centimétres est trés important comparé a la précision attendue des données
(quelques centimeétres). INPOPO06 est donc une mauvaise solution pour le LLR.

2.2 Ajustement

Afin d’améliorer les résidus, il est donc nécessaire d’ajuster des parametres qui interviennent également dans
le calcul des trajectoires des planétes, et pas uniguement dans le modéle de réduction des données. L'ensemble des
98 paramétres ajustables dans INPOP sont :

— positions sélénocentriques des réflecteurs

— positions ITRF des stations au ler janvier 1997

— conditions initiales du vecteur Terre-Lune

— conditions initiales des angles de libration

— coefficients du potentiel de la Terre

— coefficients du potentiel de la Lune

— nombres de Love de la Lune

— temps de déphasages de la Terre et la Lune (effets de marées dissipatifs)

— rapport des masse entre la Terre et la Lune

— valeur d’'un offset entre 1997 et 1998 dans les observations de Grasse

— parameétres post-newtonigB®t y
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FiG. 1 —Résidus INPOPO6 sur les données de Grasse entre 1987 et 2005.

Toutefois, dans un premier temps, certains paramétres comme les vitesses des stations (dues a la tectonique
des plagues) et les parameétres post-newtoniens ne seront pas modifiés. On se contentera donc de n’en ajuster que
69, sur I'ensemble des données de Grasse, Mc Donald et Haleakala. Des pondérations différentes en fonction des
périodes et des observatoires sont affectées pour tenir compte de la précision des mesures. Certaines observations
aberrantes ont été éliminées (celles dont le résidu était supérie)r e résidus pour Grasse (219 observations
rejetées sur 8441) sont donnés en Fig. 2 et sont & comparer a ceux en Fig. 1. On remarque qu’ils ont été nettement
améliorés, démontrant la nécessité de réajuster la solution planétaire.
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FiG. 2 —Résidus INPOPOS8 sur les données de Grasse entre 1987 et 2005.

De méme, Fig.3 présente les résidus pour la période récente de McDonald (1988 a 2006). On remarque une
brusque dégradation vers I'an 2000 : alors que les résidus étaient jusqu’alors comparables & ceux de Grasse sur la
méme période (4 centimétres), ils passent a plus de 1,5 métres. Suite a une conversation avec Randall L. Ricklefs
(de I'Observatoire de Mc Donald), il semble que ce probléme soit di a un vieillissement du détecteur (toujours
en fonction depuis les années 70). Sur son conseil, on élimine d’abord les données dont les résidus dépassent 2
métres, puis de maniére itératives celles qui dépassenAB final, sur la période 2000-2006, prés de 40% des
données sont éliminées, et leur ecart-type s’améliore a 6,4 centimetres.
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FIG. 3 —Résidus INPOPO08 sur les données de Mc Donald entre 1988 et 2006 (MLRS2).
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F1G. 4 —Résidus INPOPO8 sur les données de Mc Donald entre 1988 et 2006 (MLRS2).
38% des données aprés 2000 sont éliminées.

2.3 Sélection des parameétres

Pour les 69 paramétres, on dispose d’une valeur et d’'une incertitude (erreur formelle) issues de I'ajustement
par moindre carrés. Or, pour certains d’entre eux, le rapport entre I'erreur et la valeur est important; c’'est le cas
par exemple pour le nombre de Ldyade la Lune 1, = (2,242 47) x 10-3. L'erreur formelle représente ici plus
de 100% de la valeur, ce paramétre est donc mal défini et il n’est pas pertinent de I'ajuster. Pour sélectionner les
parameétres, on ajuste une solution en éliminant celui qui présente le plus grand rapport erreur/valeur et en itérant le
processus. Aprés 18 itérations, la solution compte 51 parametres ajustés, dont tous les rapports erreur/valeur sont
inférieurs a 1%.

Les valeurs des résidus sont résumées dans le tableau 1. On remarque que ceux de Grasse ont été légérement
déteriorés, alors que ceux des autres stations sont restés identiques, voire ont méme été légerement améliorés (a
part ceux de McDonald aprés 2000). Des investigations sont en cours, mais il semble que la station de Grasse
(dont les observations représentent prés de la moitié des données) ait un mouvement propre qu’on compensait (en
partie seulement) par une modification des coefficients du potentiel de la Lune (la majorité des 18 paramétres mal
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Site Période | résidus solution a69 (cmj) résidus solution a51 (cmj)
Grasse 1984-1986 15,3 15,3

Grasse 1987-2005 4,46 4,75

Mc Donald 1969-1985 35,6 35

MLRS1 (Mc Donald) | 1984-1988 60 60

MLRS2 (Mc Donald) | 1988-2000 4,15 4,07

MLRS2 (Mc Donald) | 2000-2006 6,21 6,60

Haleakala 1988-1990 7,34 7,16

TAB. 1 —Comparaison des résidus (en centimétres) pour les solutions avec respectivement
69 et 51 paramétres ajusteés.

définis et éliminés de I'ajustement). Ce qui donnait de mauvaises contraintes sur sa trajectoire et pouvait dégrader
les résidus des autres stations.

Conclusion

Les résultats résumés ici concernent une version en cours de développement d'INPOP. Pour la version définitive
INPOPOQ8, des données supplémentaires ont été fournies (en particulier du site d’'Haleakala) et seront & prendre en
compte dans les ajustements.

Pour la suite, 'amélioration du modéle dynamique passera par l'introducion d’'un noyau a l'intérieur de la
Lune (qui modifiera principalement ses librations). Enfin, il sera intéressant d'exploiter les données Clementine
(une sonde en orbite autour de la Lune), qui permettra certainement de mieux contraindre les coefficients du
potentiel de la Lune.
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Algebres de Hopf et calcul moulien

David Sauzin

Introduction

“Algebres de Hopf et calcul moulien” était le titre d’un groupe de travail organisé a 'IMCCE d’octobre 2007 a
mai 2008 par F. Fauvet (université Louis Pasteur, Strasbourg), F. Menous (université Paris-Sud, Orsay), F. Patras
(CNRS-université de Nice Sophia Antipolis) et D. Sauzin (IMCCE), sous forme d’une ou deux séances de deux
heures et demie chaque mois.

Il s’agissait d’une expérience originale d’interaction entre des domaines de recherche allant des mathématiques
(algebre et analyse) a la physique théorique (théorie quantique des champs), qui s’est déroulée dans les locaux
de I’Observatoire de Paris, d’abord salle Danjon puis salle de 1’Atelier en raison de 1’affluence. Le groupe de
travail a en effet eu un grand succes, avec une quarantaine de chercheurs concernés en tout (souvent plus de vingt
présents en méme temps), dont certains venaient de 1'Ecole Normale Supérieure toute proche ou de I'Insitut de
Mathématiques de Jussieu, d’autres d’{le-de-France (Orsay, Marne-la-Vallée, IHES), et d’autres encore de province
(Nice, Strasbourg, mais aussi Dijon, Rouen, Reims, Clermont-Ferrand, Mulhouse,...).

La structure d’algebre de Hopf (du nom du mathématicien allemand Heinz Hopf) est un objet classique en ma-
thématiques depuis la deuxieme moitié du 20° siecle. Les algebres de Hopf graduées complétées sont notamment
utilisées dans des travaux récents en combinatoire algébrique (algebres des descentes, etc.) et en théorie quantique
des champs perturbative (avec notamment la structure d’algebre de Hopf mise au jour par Alain Connes et Dirk
Kreimer a propos des diagrammes de Feynman).

Quant a lui, le calcul moulien (mould calculus en anglais) est apparu au début des années 1980 dans les travaux
de Jean Ecalle (CNRS—-Orsay) sur la classification des systémes dynamiques a coefficients analytiques [1]. Ecalle
avait défini des algebres de fonctions “résurgentes”, munies de nombreuses dérivations : les “dérivations étrange-
res” ; ¢’est pour calculer de fagon efficace avec ces opérateurs de dérivation qu’il a mis au point cet environnement
combinatoire. Mais le systeme de notations sophistiqué et le langage nouveau utilisés par le formalisme moulien en
avaient limité jusqu’a présent la diffusion, alors que cette combinatoire peut se traduire avec profit dans le langage
des algebres de Hopf graduées complétées.

Nous esquisserons ici quelques-unes des idées qui se dégageaient de certaines séances du groupe de travail.

1. Un peu d’algebre
1.1 Algeébres associatives et algebres de Hopf

Sans vouloir chercher a donner des définitions mathématiques completes, commencgons par rappeler ce qu’est une
“algebre” : un espace vectoriel A (disons sur C) muni d’une loi de composition appelée produit (ou multiplica-
tion) qui vérifie certains axiomes (elle est associative, compatible d’une certaine fagon avec la structure d’espace
vectoriel ; on ne la suppose pas nécessairement commutative, mais on suppose qu’il y a un élément unité, noté 14).

Un exemple simple est fourni par I’ensemble des matrices carrées d’ordre 2, que 1’on sait additionner ou
multiplier par un scalaire, mais aussi multiplier entre elles (et ce produit n’est pas commutatif). On rencontre
aussi souvent des algebres d’opérateurs : on suppose donné un espace vectoriel E et 1’on considere I’ensemble
A = Op(E) constitué des opérateurs de E (ou de certains d’entre eux seulement), c’est-a-dire des applications
linéaires de E dans lui-méme (la encore, on sait les additionner et les multiplier par des scalaires ; le produit est
maintenant donnée par la composition des applications linéaires, dont I’unité n’est autre que 1’opérateur identité,
noté Idg.).

Le produit dans une algebre A, du fait qu’il doit étre compatible avec la structure d’espace vectoriel, peut &tre
vu comme une application bilinéaire A x A — A. De facon équivalente, on peut le voir comme une application
linéaire 7: A ®A — A, définie sur le produit tensoriel! de 1’espace vectoriel A par lui-méme.

Pour qu’une algebre A devienne une algebre de Hopf, il faut la munir d’une “antipode”, une application linéaire
S: A — A, et d’un “coproduit”, une application linéaire A: A — A ® A (a valeurs dans le produit tensoriel) faisant
de A une “coalgebre”, vérifiant certains axiomes (‘“‘co-associativité”, existence d’une “co-unité”, etc. ; en particulier,
A doit étre un morphisme d’algébres? et 7t un morphisme de coalgebres).

1Si A et B sont deux espaces vectoriels, leur produit tensoriel est I’ensemble des combinaisons linéaires des symboles u® v, ol u € A et
v € B, soumis aux régles (i1 +u2) @v=u1 @v+ury @V, u@(vi+1) =u®@vi+u®vy, (Au)@v=u® (Av).
?La structure d’algébre sur A induit une structure d’algébre sur A ® A, définie par un produit que nous noterons 7, dont 1’unité est 14 ® 14.
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Dans une algebre de Hopf, on appelle “group-like” les éléments u qui vérifient A(¢) = u ® u (terminolo-
gie héritée de la théorie des groupes, source importante d’algebres de Hopf) et “primitifs” ceux qui vérifient
Alu) =u® 14+ 14 ®u. Notons que I’'unité de A est nécessairement group-like : A(14) = 14 ® 14 car le morphisme
d’algebres A doit envoyer I'unité de 7 sur I'unité de 7, (cf. la derniere note en bas de page). On vérifie que, si u;
et up sont primitifs, alors 7(u; @ up) — 7w(up @ u;) Uest aussi (mais ce n’est intéressant que si le produit 7 n’est pas
commutatif).

1.2 Un exemple : les algébres de concaténation

Voici un exemple d’algebre de Hopf qui nous servira; il semblera peut-&tre abstrait, mais il est tres utile pour de
nombreuses questions combinatoires. Soit  un ensemble (par exemple I’ensemble Z des entiers relatifs, mais peu
importe : ses éléments seront traités comme de purs symboles), et soit Q°® I’ensemble des “mots” correspondant,
c’est-a-dire I’ensemble des suites finies W = @; - - - @, de symboles pris dans  (chaque mot @ a une longeur r € N,
il est constitué de “lettres” my, ..., ®, € Q; le seul mot de longueur nulle est le “mot vide”, noté 0).

Il y a une structure mathématique disponible sur Q°, c’est la loi de semi-groupe donnée par la concaténation :
étant donnés deux mots ® = @ --- W, et n =Ny -- - 1, (ou deux “chaines de caracteres”, si I’on préfere), on obtient
@1 = @ --- @7 --- Ny en juxtaposant les symboles qui les composent. Bien entendu, la concaténation avec le
mot vide n’a aucun effet : ©.0 = 0.0 = .

Pour obtenir une algebre, considérons 1’espace vectoriel A des combinaisons linéaires formelles de mots : un
élément u de A est déterminé par un nombre fini (quelconque) de mots @', ..., ®" (qui n’ont peut-étre pas tous la
méme longueur !) et de coefficients Ay,..., 4, ; on utilise la notation u = A; ® L ®". La concaténation des
mots permet de définir un produit dans A par la formule

7 (LAe) @ (Lpn’) — YAwe'n’
On obtient une algebre, dont I'unité est 14 = 0 (“une fois le mot vide”, a ne pas confondre avec la combinaison
linéaire nulle, notée 0).

Pour connaitre un coproduit sur A, il suffit de connaitre son action sur les mots (les combinaisons linéaires
réduites a un élément affecté du coefficient 1) ; il y aura en effet une seule maniere de prolonger par linéarité I’action
du coproduit : pour n’importe quel u € A, on écrira u = A; @' + --- + A,@" et on aura nécessairement A(u) =
MA(®") 4 -+ 4+ A, A(@"). Mais Paction d’un coproduit sur les mots est elle-méme soumise a des contraintes,
puisque le coproduit doit étre un morphisme d’algebres : on a nécessairement A(0) =0 ® @ (puisque 0 = 1,4) et
dans notre cas il suffit en fait de connaitre 1’action de A sur les mots réduits a une seule lettre ; il n’y a qu’une
seule valeur possible pour A(@; --- @,) dés lors que le résultat est connu pour r = 1 parce que, si r > 2, on peut
considérer le mot @; @; - - - @, comme un produit (au sens de ) de r mots d’une seule lettre (@;)«(;)s== (®;).

Ainsi, il existe sur A un unique coproduit A vérifiant A(@;) = @) ® 0+ 0 ® @, pour tout @; € Q. La propriété
de morphisme d’algebres donne

Ao1@) = A(r(01 @ ) = 1 (A(01) (@) =m (01 90+02 o) © (2 0+0@ w))
=(010) @0+ 01 @+ @0+ 00 (0 w),

A0 03) = T (A(01 @) @A(@3)) =(01203) ©0+ (01 02) @ O3+ (0103) @0+ (003) ®
+ 3@ (010) + 0@ (O103) + 01 Q@ (0203) +0® (0 003),

et une formule générale qui fait intervenir des coefficients appelés “nombres de battages” (shuffling en anglais) :

Ao) = ) sh<“’lc’0“’2)w1®w2. M

ol .0?cQ*

L’antipode est ici définie par S(@; - - @,) = (—1)" @, - - - @; (puisqu’elle doit &tre linéaire, il suffit de donner son
action sur les mots, son action sur A s’en déduit aussitot).

Remarquons que, par définition, les mots d’une seule lettre sont des éléments primitifs de 1’algebre de Hopf
que nous venons de décrire. On obtient de nouveaux éléments primitifs en considérant par exemple les éléments
de la forme @@, — W, @y, avec w;, ®; € Q, en vertu de la remarque faite a la fin du §1.1 (le produit 7 n’est pas
commutatif).

1.3 Un second exemple : les algébres de battage

L’espace vectoriel A que nous venons de considérer peut étre muni d’une autre structure d’algebre de Hopf, elle
aussi trés intéressante, ¢’est-a-dire qu’on peut définir un autre produit, 7': A ® A — A, et un autre coproduit,
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A A— A®A; il s’agira en fait de définitions duales des précédentes. Quant a I’antipode, elle restera inchangée.

Par linéarité, il suffira de définir 7’ et A’ sur les mots. Cette fois-ci, c’est le coproduit qui est induit par la
concaténation des mots : on pose A'(@; -+ @) = (@ - - - @) ®(Z)+Z{;ll(a)1 @) (W1 0) +OR (00 - - @),
soit encore A’ (@) = Y a® f avec une somme portant sur toutes les paires de mots (o, ) telles que @ = o3 (pour
cette raison A’ est parfois appelé coproduit de déconcaténation ; ici encore les mots d’une lettre seront des éléments
primitifs). Le nouveau produit, lui, fait intervenir les nombres de battages :

(on peut vérifier que cette formule donne naissance a un produit commutatif).

Il est utile de recourir a des symboles différents pour désigner les deux structures d’algebres de Hopf que
nous venons brievement de décrire et qui ont le méme espace vectoriel sous-jacent : la premiere, (A, T,A,S), sera
notée A, (pour rappeler que son produit est défini par concaténation) et la seconde, (A, 7', A',S), sera notée A, (pour
rappeler que son produit est défini par battage).

Nous ne définirons pas ici les algebres de Hopf introduites en théorie quantique des champs a la suite des
travaux de Connes et Kreimer sur la renormalisation ; disons simplement qu’il faut remplacer les mots par des
arbres, ou méme des “foréts”, et le battage par une opération plus compliquée.

2. Calcul moulien
2.1  Un exemple : linéarisation formelle d’un champ de vecteurs non résonant

Avant de parler du calcul moulien et de ses liens avec ce qui précede, montrons un probleme classique de la théorie
des systemes dynamiques dans lequel il peut étre employé.

Considérons un systeme de n équations différentielles analytiques, Y1 = a1(y1,---,Yn)s---s9n = an(V15- -+, Yn),
supposons que 0 soit solution et que le systéme linéarisé soit diagonal, de spectre A = (4,,...,4,). Le systéme
linéarisé s’écrit

Y1 =Ayi
: 2
yn :/’Llyn
et, d’apres la formule de Taylor, le systeme complet s’écrit
vi=ai(yi,....yn) =My +Za1,kyk
3)

Yn=an(Y1;--s¥n) = ;Lnyrl"'zan,kyk

avec, aux seconds membres, des sommations sur tous les multi-entiers k € N” tels que |k| :=k; +---+k, >2etla
notation y* = yllCl A

Faisons une hypothese de “non-résonance” : on suppose que, pour tout m € Z" non nul, le produit scalaire
(m, ) est non nul. Il est alors bien connu, au moins depuis Poincaré, que les systemes (2) et (3) sont formellement
conjugués : on peut trouver n séries formelles 61,...,0, de n variables telles que le changement de fonctions
inconnues y = (y1,...,ys) — 0(y) = (61(y),...,6,(y)) fasse passer de I'un a I’autre. Cela a un intérét théorique
évident car les solutions de (2) sont connues; en les injectant dans 6 on obtient la solution générale de (3) :
t— 0(u; M uy, e}”"’), avec n constantes d’intégration arbitraires uy, ..., uy,.

Le changement de variables formel 0 est uniquement déterminé si on lui impose d’étre tangent a ’identité,
c’est-a-dire 6;(y) =y; + Yik>2 Gi,kyk . Nous n’aborderons pas la question naturelle mais épineuse de la convergence
des séries formelles 6;, notre but sera seulement de montrer la forme étonamment concise sous laquelle le calcul
moulien livre 6.

D’un point de vue mathématique, les systeémes d’équations différentielles (2) et (3) donnent lieu a des champs
de vecteurs

) n a n a
X =Y Ayi=—,  X=Y a()5-,
,»; g dyi i:Zla ©) i
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que I’on peut considérer comme des opérateurs sur I’espace des séries formelles E = C[[y,...,y,]]. On peut alors
recombiner les coefficients a; ; de fagon a écrire

. n J
X=X"=Y Bu  Bn= Y dimie" Yig—,
meQ i=1 Yi
ol ’ensemble Q est une certaine partie de Z" et I’on désigne par (ej,...,e,) la base canonique de Z" ; chaque B,

est alors un opérateur homogene de multi-degré m : il envoie un mondme y* sur un multiple de y*+.

Pour un spectre donné non résonant A (qui détermine un champ de vecteurs linéaire X'I"), le probléme particu-
lier que nous considérons est donc codé par la donnée de la famille d’opérateurs (B, )mcq ; il s’agit de déterminer
la conjugaison formelle 6 entre X'" et X" +Y" B,,. Voici la solution : la somme infinie d’opérateurs

1 1 1
O =1Idg+ AR SRRy S Yy — . 7
,221 ml,_._,zm,eg e (M- dme, AY i+ 4m L) (mp, A)
4)
définit un opérateur de E = C[[yy,...,y,]] qui n’est autre que “I’opérateur de substitution” associé au 6 que nous

cherchions, ®: f+— fo6.On adonc 6; = ®y; (on fait agir I’opérateur ® sur la série formelle réduite a un mondme
du premier degré, y;, vue comme élément de E). En fait, ® est solution de I’équation de conjugaison

X =0 'x"e )

écrite dans 1’algebre des opérateurs de E = C[[y1,...,yu]]-

2.2 Moules et algebres de Hopf

La seconde partie de la formule (4) ci-dessus définit un “moule sur 7, c’est-a-dire une famille de nombres
dépendant d’un nombre variable de variables my,...,m, € Q. De fagcon équivalente, un moule sur € est une fonction
définie sur I’ensemble des mots Q° :

O=my...m €Q*—VEL=yMMr cC,

Nous noterons V'* cette fonction. Le mot “moule” reflete le caractere universel de cette famille de nombres pour le
probleme de conjugaison formelle que nous avons décrit : peu importe ce que sont les coefficients a; ; du champ X,
ce seront toujours les méme coefficients V""" qui donneront 1’opérateur de conjugaison ® !

La premiere partie de la formule (4) est ce que 1’on appelle un développement moulien : les valeurs du moule
sont utilisés comme coefficients dans une somme infinie, appariés a des opérateurs By, . m, := By, ---Bp,. La
famille d’opérateurs B,,,, ., est appelée un “comoule”. II est naturel de prolonger les définitions par By := Idg et
v® .= 1, et de considérer que I’on a affaire a2 une sommation sur 1’ensemble des mots :

©= ) VB,

w0eQ*

L’identité algébrique (5) n’est pas difficile a vérifier (voir [2] ou [4]§13), mais le fait que la somme Y V2B,
définisse un opérateur de substitution mérite quelques explications.
1l s’agit de comprendre pourquoi 1’opérateur ® défini par cette formule vérifie

O(fg) = (0f)(®g)  pourtous f,g € E (6)

(cette propriété est essentiellement équivalente a I’existence d’un 6 tel que ® f = f o 6 pour tout f € E). Le point
de départ sera I’observation que chaque B, est lui-méme un champ de vecteurs, donc un opérateur de dérivation,
c’est-a-dire qu’il respecte la regle de Leibniz

Bu(fg) = (Buf)g+ f(Bng) pour tous f,g € E.

On en déduit facilement que B, ju, = By B, Vérifie

Bml.mz (fg) = (Bml,mzf)g + (Bm1f> (Bng) + (Bmzf) (Bnng) +f(Bm1,ng)v

et plus généralement (en utilisant By = Idg et en itérant la régle de Leibniz),

Bo(fg) = Z sh <w1,a)2> (Bt f)(By28) pour tout @ € Q°,

[0}
ol 02cQ*
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avec les mémes coefficients que dans la formule (1). Autrement dit, 1’application @ € Q°* — By, € Op(E) se
prolonge en une application linéaire p : A, — Op(E) qui est un morphisme d’algébres (parce que p (717( o'® Qz)) =
p(0'.@w?) = p(w'")p(w?)) et aussi, dans un certain sens, un morphisme de coalgébres.

11 est facile d’en déduire que, pour un moule quelconque M*®, le développement moulien ® = Y M2B,, vérifie
la propriété (6) des que M* jouit de la propriété dite de “symétralité” :

1 2
Z sh (w (71)@ ) M2 = M@ y@ pour tous ©', > € Q°. @)
weQ® el

Il se trouve que le moule V* défini par (4) est symétral, c’est-a-dire qu’il vérifie I’identité (7) (la démonstration se
fait par récurrence sur la somme des longueurs de @' et @?) ; voila pourquoi la solution @ de (5) vérifie (6).

La propriété de symétralité d’un moule M*® peut se reformuler en prolongeant ® € Q° — M2 € C en une
application linéaire v: A, — C; le membre de gauche de I’équation (7) s’interpréte alors comme v (7' (@' ® @?))
et cette équation dit que v est un morphisme d’algebres a valeurs dans C, ¢’est-a-dire un “caractére” de 1’algebre Ay,.

Signalons pour terminer que 1’antipode S de A; est associée a I’inversion des opérateurs : on a

®:ZMmlpmmerh.-qmr :ZV(Q)BQ - ®,1 :Z(_l)rMmr,...,mlel AAAAA m, :ZVOS(Q)BQ

pour tout moule symétral M*®.

Conclusion

Dans ce bref compte rendu, nous n’avons fait qu’effleurer le formalisme développé par Ecalle a partir de la notion
de moule et ses relations avec les algébres de Hopf. Retenons que ce qu’Ecalle appelle “moule symétral” est
essentiellement équivalent a la donnée d’un caractere d’une algebre de battage, alors qu’un comoule correspond
plutdt a un morphisme d’une algébre de concaténation a valeurs dans une algebre d’opérateurs.

L’idée fondamentale qu’il conviendrait d’aborder  ce stade de I’exposé est celle “d’arborification” ; plusieurs
séances du groupe de travail lui ont été consacrées, nous renvoyons le lecteur désireux d’en savoir plus a I’article [2]
ou a la page web du groupe de travail (http://www.imcce.fr/fr/presentation/equipes/ASD/person/
Sauzin/Hopf-moules.php), dont la rubrique “Documents” contient un certain nombre d’article ou d’exposés.
On pourra aussi consulter le court article [3] ou le texte plus long [4] pour d’autres exemples de calcul moulien, en
liaison avec un probleme de résurgence.

Le groupe de travail aura permis a des chercheurs travaillant dans des domaines apparemment tres différents
de se rencontrer et de s’initier mutuellement a leurs themes de recherche. Parmi les collaborations en cours direc-
tement issues de cette expérience, citons un projet de livre de F. Fauvet, F. Menous, F. Patras et D. Sauzin.
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Dynamique des comeétes du nuage de Oort

M. Fouchard et A. Vienne

Introduction

En analysant la distribution en énergie orbitale des cometes a longue période, Oort [1] émit 'hypothese de
l'existence d'un réservoir de comete se trouvant aux confins du systéme solaire se trouvant entre 10 000 et
100 000 UA. Ce réservoir, qui prit le nom de nuage de Oort, devint donc la région source des cometes a longue
période.

L'étude de la dynamique des cometes du nuage de Oort est particulierement délicate puisqu'elle nécessite
d'intégrer un grand nombre d'objets fictifs sur des échelles de temps de 1'ordre de 1'dge du systéme Solaire. Or,
une telle étude est importante pour connaitre 'histoire de notre systéme solaire et en particulier sa formation. En
effet la masse totale du nuage de Oort est une contrainte importante des modeles de formation du systéme
solaire. En outre, 1'origine des cometes a longue période (période supérieure a 200 années) mais dont le demi-
grand axe est inférieur a 10 000 UA, ainsi que celle des cometes de type Halley (période entre 20 et 200 années)
sont encore treés mal comprises. La compréhension de ces deux problemes passe par une étude approfondie des
cometes du nuage de Oort.

A de telle distance du Soleil, les cometes sont principalement perturbées par la marée galactique et les étoiles
passant au voisinage du Soleil. Historiquement, seules les étoiles étaient initialement considérées ([1] en
particulier). A partir du milieu des années 80, la marée galactique a commencé a étre prise en considération, pour
devenir le mécanisme dominant pour injecter des cometes du nuage de Oort vers les régions observables depuis

la Terre [2].

Nous avons construit des modeles de perturbations stellaires et galactiques des cometes du nuage de Oort, qui
sont a la fois rapides et fiables ([3], [4], [5], [6]). Ces modeles nous permettent de faire des simulations massives
d'évolution d'un grand nombre de cometes du nuage de Oort.

Dans la premiere partie les résultats obtenus sur les effets des perturbations stellaires et galactiques sont
présentées. La deuxieme partie est consacrée a la modélisation des perturbations planétaires par une méthode de
Monte Carlo.

1. La synergie entre la marée galactique et les étoiles passantes

2.1 La simulation

Une nuage fictif de 10° cometes est intégré sur 5 Gyr. La distribution initiale des éléments orbitaux des cometes

/2 v e,
, celle de l'excentricité est

est telle que la distribution des demi-grand axes est proportionnelle a a
proportionnelle a e et telle que le périhélie soit en dehors de la région planétaire du systéme solaire ( g > 32 UA),
le cosinus de l'inclinaison galactique est réparti uniformément entre -1 et 1, et les autres angles uniformément
entre 0° et 360°. Pour chaque comete l'intégration s'arréte si elle atteint une distance héliocentrique inférieure a
15 UA (en deca d'une telle distance on suppose que les perturbations planétaires éjectent la comete du nuage de
Oort), si elle dépasse une distance héliocentrique supérieure a 400 000 UA, auquel cas la comete est supposée
perdue, ou encore si z=-1/a devient inférieur a -0.001 (a < 1 000 UA) dans ce cas la comete n'est plus considérée
comme faisant partie du nuage de Oort . On s'intéresse ensuite aux cometes dont la distance héliocentrique

devient inférieure a 5 UA (région cible).
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Trois simulations sont effectuées, une avec les perturbations galactiques seules, une avec les étoiles passant au
voisinage du Soleil seules et une avec les deux effets.

2.2 Flux vers la région cible

La figure 1 montre le nombre de cometes injectées dans la région cible par période de 50 Myr pour les trois
modeles, ainsi que la différence entre le nombre de cometes injectées avec le modele combiné moins les
nombres obtenus avec les modeles ou un seul effet est pris en considération.
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Fig. 1 : en haut : nombre de cometes atteignant des distances héliocentriques inférieures a 5 UA par période de
50 Myr (en noir pour le modele avec marée, en gris pour le modele avec les étoiles seules et en blanc avec les
deux effets). Le nombre de cometes restant dans le nuage de Oort avec le modele combiné est indiqué par les

étoiles (échelle de droite). Les diagrammes du bas donnent le nombre de cometes avec le modele combiné moins
la somme des nombres obtenus avec un seul effet, en absolu (au milieu) et en relatif (en bas).

Le modele combiné est clairement plus efficace que la somme de deux autres modeles, ce qui montre qu'il y a
une synergie qui prend place entre la marée et les effets des étoiles passantes. Cette synergie n'est pas
directement corrélée aux passages d'étoile comme le montrent les deux diagrammes du bas de la figure, et peut
induire une augmentation du flux allant jusqu'a 400%. La synergie s'explique par le fait que les perturbations
stellaires vont fournir a la marée des nouvelles cometes a injecter. En effet, lorsque 1la marée seule est présente,
le processus étant quasi intégrable, les zones d'ou la marée peut injecter des cometes vont se vider rapidement
sans mécanisme de remplissage ([7] et [8]).

2.3 Les cometes injéctées

La figure 2 montre la distribution de z=-1/a et des latitudes galactiques du périhélie des cometes entrant dans la
région cible pendant 170 Myr en fin d'intégration. On voit ici que les distributions sont tres différentes. En
particulier I'accumulation de cometes avec le sinus de la latitude galactique vers 0.5 est caractéristique de la
marée galactique. On voit ainsi que cette marque de la marée est visible pour les cometes injectées avec le
modele combiné. D'autre part on voit aussi qu'on a une synergie pour des cometes ayant une énergie orbitale
telle que la marée seule n'est pas capable d'injecter de telles cometes. Ici, on peut montrer que les étoiles vont
donner une contribution permettant a la marée d'injecter des cometes venant de régions internes du nuage [8].
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Fig. 2 : distribution z=-1/a (ou a est le demi-grand axe des comete) et de la latitude galactique du périhélie des
cometes injectées avec les trois différents modeles (de gauche a droite: marée seule, étoiles seules et combiné)
pendant une période calme (sans forte pluie cométaire) de 170 Myr en fin d'intégration.

La figure 3 montre la distribution de z=-1/a et de la latitude galactique des périhélies des cometes injectées dans
la région cible pendant une pluie cométaire due a une étoile de type M5 (0.21 masse solaire) passant a 2 055 UA
du Soleil & une vitesse de 17 km.s". La chose remarquable ici est que la marque de la marée est toujours visible
sur la distribution de la latitude galactique des périhélies. Ainsi on ne peut pas utiliser le fait qu'une telle marque
existe pour les cometes a longue période réellement observées pour conclure qu'on est en dehors d'une pluie
cométaire.
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Fig. 3 : distribution de z=-1/a et de la latitude galactique du périhélie des cometes injectées avec les trois
différents modeles (de gauche a droite: marée seule, étoiles seules et combiné) pendant une pluie cométaire de
10 Myr en fin d'intégration.

2. Modélisation des perturbations planétaires
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2.4 Le modele

Dans les simulations précédentes les perturbations planétaires étaient simplement modélisées par la limite de 15
UA en deca de laquelle les cometes étaient supposées éjectées par les effets des planetes. Ceci permet d'étudier
le flux de comete capable de sauter la barriere due aux perturbations de Jupiter, mais c'est évidement tres
insuffisant si on veut modéliser aussi la diffusion (au sens de transport s'effectuant par une série de petits
déplacements successifs) de cometes du nuage de Oort dans la région planétaire du systeéme solaire. Or cette
étape est essentielle pour mettre en évidence un lien éventuel avec les cometes de type Halley. Le probleme des
perturbations planétaires est que contrairement a la marée et aux étoiles on ne peut pas utiliser une formulation
analytique permettant d'éviter des intégrations numériques directes, trop coiiteuses en temps CPU. Ainsi c'est par
des méthodes statistiques que les perturbations planétaires doivent étre modélisées.

On est en train de mettre en place un méthode de type Monte Carlo constituée de deux étapes. La premiere
consiste a intégrer numériquement le passage d'un grand nombre de cometes du nuage de Oort dans la région
planétaire du systeme solaire en tenant compte de l'effet des 4 planetes géantes. Cet ensemble de cometes est
telle que les distances périhéliques sont réparties de maniere uniforme entre 0 et 32 UA, les cosinus de
l'inclinaison écliptique sont répartis uniformément entre -1 et 1, les anomalies moyennes telle que le passage au
périhélie se fasse entre 500 et 1500 années apres le début de l'intégration et de maniere uniforme et les autres
angles de maniere uniforme entre 0° et 360°.

Pour chaque comete on considere la différence entre ses éléments orbitaux a son premier passage a 1'aphélie (ou
apres 2000 ans d'intégration) et ceux aux début de 1'intégration. Ces différences nous donne ce qu'on appelle une
perturbation. Chaque comete donnant une perturbation, on obtient ainsi un ensemble de perturbations réparties
uniformément dans le plan g - cos i (ou ¢ est la distance périhélique et i l'inclinaison écliptique). On subdivise
alors ce plan en cellule élémentaire de manieére uniforme. Chaque cellule se voit ainsi attribuer un ensemble de
perturbations. Cette étape est effectuées un fois pour toute. Dans notre cas prés de 10 millions de perturbations
ont été calculées.

La deuxiéme étape consiste a utiliser ces ensembles de perturbations comme intégrateur synthétique. Pour cela,
une fois défini un ensemble de cometes fictives, les perturbations planétaires sont modélisées en choisissant au
hasard une perturbation dans 1'ensemble attribué a la cellule dans laquelle se trouve la distance périhélique et le
cosinus de 1'inclinaison d'une comete pour chaque passage au périhélie. La perturbation est ensuite appliquée aux
élément orbitaux de la comete considérée. Contrairement aux simulations avec la marée galactique ou les étoiles
passantes, l'intégration d'une comete ne s'arréte que lorsqu'elle atteint des distances héliocentriques supérieures a
400 000 UA ou si z=-1/a est inférieur -0.001 (a =1 000 UA).

2.5 Premieres simulations

On choisi 10° cometes ayant toutes un demi-grand axe initial de 20 000 UA, une distance périhélique répartie
uniformément entre 0 et 32 UA, un cosinus de l'inclinaison écliptique répartie de maniére uniforme entre -1 et 1
et les autres angles uniformément entre 0° et 360°. On modele alors leur mouvement sous l'effet des
perturbations planétaires en utilisant la méthode de Monte Carlo décrite précédemment.

La figure 4 montre la densité de cometes dans le plan ¢ — -1/a apres 1, 10, 100 et 1000 passages au périhélie.
L'effet de chaque planete est clairement visible avec des lignes de diffusion le long des distance périhéliques
égales au demi-grand axe de chaque planete. On notera en particulier l'efficacité de Jupiter pour éjecter
pratiquement toutes les cometes a moins de 5 UA en moins de 10 passages au périhélie ainsi que l'influence des
perturbations indirectes de Jupiter sur le Soleil pour les cometes ayant une distance périhélique inférieure a 2
UA.
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Fig 4 : densité de cometes dans le plan g — -1/a apres 1, 10, 100 et 1000 passages au périhélie sous l'effet des
perturbations planétaires seules.

Conclusion

Nous avons pu montrer que, du fait de la mise en place d'une synergie, on ne pouvait pas faire une étude a long
terme de la dynamique des cometes du nuage de Oort sans tenir compte simultanément des effets de la marée
galactique et des étoiles passantes. D'autres part, on a pu voir que méme pendant une pluie cométaire la marque
de la marée était visible. Il n'est donc pas possible d'utiliser cette information comme une indication qu'on serait
actuellement en dehors d'une pluie cométaire.

La modélisation des perturbations planétaires va se faire par le biais d'une méthode de Monte Carlo. Cette
méthode a encore besoin d'étre finalisée, mais on a pu déja voir les effets des planctes géantes, et en particulier
ceux de Jupiter, ainsi que les effets des perturbations indirectes de Jupiter sur le Soleil sur la diffusion de
cometes dans la région planétaire du systéme solaire.
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